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Ddnombrement des Cycles Hamiltoniens dans un Rectangle QuadrilE 
GERMAIN KREWERAS 
The number of hamiltonian cycles in a rectangle made of ab squares is investigated with the 
help of generating functions for fixed values of b. The cases b = 1, 2, 3. 4 yield particularly 
simple recursion formulas. 
Etant dotme deux entiers positifs a et b, un rectangle quadrille’ de dimension a x b 
est un graphe G(a, b) qui a: 
(1) pour sommets les points des coordonnees (u, V) tels que u E (0, 1,2, . . . , a} et 
u E (0, 1, 2, . . . , b}; 
(2) pour arztes les paires de sommets qui ont une coordonnte commune et qui ne 
different que de 1 pour l’autre coordonnee. 
Le graphe G(a, 6) a (a + l)(b + 1) sommets et a(b + 1) + b(a + 1) a&es. 
L’objet du present article est de denombrer les cycles hamiltoniens de G(a, bj. La 
Figure 1 donne deux exemples de cycles hamiltoniens de G(7, 6). 
Chaque cycle hamiltonien definit, si l’on veut, un polyomino ‘fin’ (c’est-a-dire sans 
points communs a quatre car&), inscrit dans le rectangle et de perimetre maximal. 
Neanmoins les denombrements entrepris ici n’ont que des rapports lointains avec les 
denombrements de polyominos etudies par exemple dans [l]. 11s ne sont pas non plus 
sans une certaine parent6 avec ceux abordes sous l’angle asymptotique dans [2]. 
Nous appellerons H(a, b) le nombre de cycles hamiltoniens du graphe G(a, b); on a 
Cvidemment H(a, b) = H(b, a). 
Pour qu’un cycle hamiltonien existe, remarquons d’abord que l’un au moins des deux 
entiers a ou b doit etre impair. En effet la parite de u + u change a chaque &ape du 
cycle et a done change un nombre pair de fois quand on revient au point de depart; 
c’est-a-dire au bout de (a + l)(b + 1) &apes. Done l’un au moins des facteurs du 
produit (a + l)(b + 1) est pair, et l’un des entiers a ou b est impair. 
Trivialement H(a, 1) = 1 quel que soit a; le seul circuit hamiltonien est le perimbtre 
du rectangle a X 1. Nous nous proposons d’etudier la facon dont H(a, b) varie avec a 
pour des valeurs fixes de b; l’un des objets principaux de notre attention sera la 
fonction gedratrice 
Fb(z) = c H(a, bjz”. 
u 
Le resultat trivial qui vient d’etre mentionne se traduit par 
F,(z) = z/(1 - z). 
On calcule F&z) en commencant par remarquer que seuls les coefficients des 
puissances impaires de z sont non nuls; il s’agit done d’une fonction impaire de z. 
Si a = 2m + 1, un cycle hamiltonien ne peut avoir que l’une des formes illustrees a 
titre d’exemple par la Figure 2. 
En chacune des m positions paires il y a une ‘poche’ (que nous appellerons 
‘transversale’) tournee indifferemment vers le haut ou vets le bas; il y a 2” man&es 
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FIGURE 1 
possibles de specifier ces orientations, done 2” cycles. La fonction gtneratrice est ainsi 
6(z) = c 2mZ2m+’ 
m 
= z/(1 - 222). 
Pour b = 3, il peut y avoir en outre des poches ‘longitudinales’, c’est-a-dire 
debouchant non pas vers le haut ou le bas, mais vers la droite ou la gauche. Nous 
commencerons cependant par le cas ou toutes les poches sont sont transversales; un 
exemple est dorm6 par la Figure 3, dans laquelle a = 18. 
On peut, dans certaines positions (ici 7 et 13), voir apparaitre des ‘Ctranglements’, 
c’est-a-dire des configurations formees de deux poches transversales debouchant l’une 
vers le haut, l’autre vers le bas. Mais il est commode d’examiner d’abord ce qui se 
passerait s’il n’y avait UUCU~ Ctranglement, done s’il y avait uniquement des poches 
‘profondes’, compodes chacune d’un fond de poche et d’une ouverture; les fonds de 
poche sont hachures sur la Figure 3. 
Si, pour un a donne, il y a un seul fond, sa longueur est a - 2, done son nombre 
d’ouvertures possibles est le double de a - 2; la fonction genCratrice correspondante 
est 
fi(z) = 2 aT2 (a - 2)z” = 2(23 + 2z4 + 32” + * . *) = 223/(1- z)‘. 
S’il y a deux fonds, le nombre de cycles possibles s’obtient par une convolution de 
deux suites dont chacune est 12 3 . . . et en quadruplant (puisque chucun des deux fonds 
peut debaucher vers le haut ou vers le bas); d’ou 
b(z) = 422241 - z)2]2, 
et de facon analogue pour un nombre k de fonds 
fk(z) = 2[2z2/(1 - z)“]“. 
L’absence de tout fond (k = 0) n’est Cvidemment possible que pour a = 1, ce qui 
peut s’exprimer par une fonction generatrice triviale f”(z) = z ; il apparait done que 
pour un nombre non specific de poches le nombre de cycles possibles est 
& fk(Z) = (z - 2z2 + z”)/( 1 - 2z - 2z2). 
Appelons g(z) ou plus brievement g cette expression, qui correspond rappelons-le au 
cas air ii n’y a uucun &runglement. Si le nombre e d’etranglements est 1, un 
raisonnement convolutif analogue au precedent montre que g est remplce par zg*. S’il 
y a e Ctranglements, l’on obtient de mCme zege+‘; d’ou finalement, si e n’est pas 
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specific , 
G(z) = g/(1 - zg) = (z - 2z2 + z3)/(1- 22 - 2z2 + 2z3 - z”) 
Jusque la on a exclu tome poche longitudinale. Reintroduisons maintenant la 
possibilite de deux poches longitudinales et designons par 1 la somme de leurs 
longueurs. Les longueurs individuelles respectives de la poche gauche et de la poche 
droite peuvent Ctre 0 et I, 1 et I- 1, . . . , I et 0, ce qui represente I + 1 possibilites. On 
obtient ainsi les fonctions gedratrices 
G(z) pour I=0 
2zG(z) pour 1= 1 
3z2G(z) pour I= 2 
etc. 
La fonction generatrice cherchee est finalement 
F?(z) = G(z)(l + 2z + 32’ + * . -) = G(z)/(l - z)‘. 
Le numerateur de G(z) se simplifie, et il reste 
F,(z) = z/(1 - 22 - 2z2 + 22’ - z”) 
Une consequence remarquable est que la suite des nombres H(a, 3) (ou en abrege 
u,) peut se former db le second ferme par la recurrence 
u, = 2u,_, + 2u,_z - 2u,_7 + cl,,_4 
(il suffit de poser u, = 0 pour a S 0). Les premieres valeurs numeriques sont 
poura=l 2 3 456 7 8 
u, = 1 2 6 14 37 92 236 596 
Arrive a ce point, on se demande tout naturellement si, pour les valeurs de b 
superieures a 3, &(z) persiste ou non a etre le quotient de z par un polynome. 
La reponse se revele negative: db que b = 4 il n’en est pas ainsi. Le case 6 = 4 
donne, on en a vu la raison, une fonction impire; mais il est curieux de remarquer que 
le numerateur se reduit a deux termes seulement, pour un denominateur du sixibme 
degre: 
F4(z) = (z + 3z3)/( 1 - llz2 - 2Zh). 
Les premieres valeurs numeriques non nulles (on pose 2m + 1 = a) sont fournies a 
partir de la troisieme par la recurrence 
&?I = llu,_, + 2m,_,, 
qui donne 
pour a = 1 3 5 7 9 
1 14 154 1696 18684. 
La methode pour calculer F4(z) repose sur un codage approprie des fonds de poche, 
detinis de fa9on analogue ?I celle du cas b = 3. Les calculs complets sont d’une longueur 
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disproportionnee avec I’intCrCt du resultat. L’auteur les tient neanmoins a la 
disposition de toute personne interessee, dans I’espoir qu’une justification plus simple 
puisse Ctre trouvee ulterieurement. 
Voici enfin un tableau recapitulatif des valeurs de H(a, b) pour a + 6 < 10: 
a=1 1111 1 1 1 1 
2 10 2 0 4 08 
3 1 2 6 14 37 92 
4 1 0 14 0 154 
5 1 4 37 154 
6 1 0 92 
7 1 8 
8 1 
b=l 2 3 4 5 678 
La Figure 4 montre ies cinq ‘formes’ que peuvent prendre les 14 cycles hamiltoniens 
pour u = 3 et b = 4 (lesquels s’en deduisent par des symetries). 
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